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Double Integrals (อินทิกรัลสองชั้น)

ให้ z = 𝑓(𝑥, 𝑦) เป็นฟังก์ชันสองตัวแปรอยู่เหนือบริเวณ R ใดๆใน 2 มิติ ดังรูป ดังนั้นอินทิกรัลสองชั้น
ของ 𝑓 เหนือบริเวณ R มีค่าเท่ากับ

ඵ

𝑅

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 = 𝑙𝑖𝑚
𝑃 →0

෍

𝑖=1

𝑛

𝑓(𝑥𝑖
∗, 𝑦𝑖

∗) 𝛥𝐴𝑖

เมื่อ P  ของ partition P เข้าใกล้ศูนย์



ตัวอย่าง จงประมาณค่า Double integral ׭R
4x3 + 6xy2 dA เหนือบริเวณสี่เหล่ียมผืนผ้า R 

(ระนาบ XY) ดังรูปด้านขวามือ (׭𝑅
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 = 𝑙𝑖𝑚

𝑃 →0
σ𝑖=1

𝑛 𝑓(𝑥𝑖
∗, 𝑦𝑖

∗) 𝛥𝐴𝑖)

ඵ

𝑅

4𝑥3 + 6𝑥𝑦2 𝑑𝐴 ≅ ෍

𝑖=1

𝑛

(4𝑥𝑖
3 + 6𝑥𝑖𝑦𝑖

2) 𝛥𝐴𝑖

= 4(1.5)3+6(1.5)(0.5)2 ΔA1

+ 4(2.5)3+6(2.5)(0.5)2 ΔA2

+ 4(1.5)3+6(1.5)(−0.5)2 ΔA3

+ 4(2.5)3+6(2.5)(−0.5)2 ΔA4

+ 4(1.5)3+6(1.5)(−1.5)2 ΔA5

+ 4(1.5)3+6(1.5)(−1.5)2 ΔA6 ≈ 294

ඵ

𝑅

4𝑥3 + 6𝑥𝑦2 𝑑𝐴 = න

−2

1

න

1

3

4x3 + 6xy2 𝑑𝑥𝑑𝑦

= න

−2

1

ȁx4 + 3x2y2
3

1
𝑑𝑦

= න

−2

1

80 + 24𝑦2 𝑑𝑦 = ȁ80𝑦 + 8𝑦3
1

−2
= 312

(1.5,0.5) (2.5,0.5)

(1.5,-0.5)(2.5,-0.5)

(1.5,-1.5)(2.5,-1.5)

import numpy as np

from scipy import integrate

f = lambda x, y: 4 * x**3 + 6 * x * y**2

integrate.dblquad(f, -2, 1, 1, 3)



ตัวอย่าง จงหาค่า ׭𝑅
(𝑥 + 1) 𝑑𝐴 เหนือบริเวณ R ดังรูปด้านขวามือ

ඵ

𝑅

(𝑥 + 1)𝑑𝐴 = ඵ

𝑅1

(𝑥 + 1) 𝑑𝐴 + ඵ

𝑅2

(𝑥 + 1) 𝑑𝐴

= න

−2

2

න

1

2+
1
4𝑥2

(𝑥 + 1) 𝑑𝑦𝑑𝑥 + න

−1

1

න

−1−𝑦2

1+𝑦2

(𝑥 + 1) 𝑑𝑥𝑑𝑦

= න

−2

2

1 + 𝑥 +
𝑥2

4
+

𝑥3

4
𝑑𝑥 + න

−1

1

2 1 + 𝑦2 𝑑𝑦 =
16

3
+

16

3
=

32

3

Properties of Double Integrals 



Double Integrals (อินทิกรัลสองชั้น)

Type II

Type I

න

𝑐

𝑑

න

ℎ1(𝑦)

ℎ2(𝑦)

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 = න

𝑐

𝑑

න

ℎ1(𝑦)

ℎ2(𝑦)

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

න

𝑎

𝑏

න

𝑔1(𝑥)

𝑔2(𝑥)

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑥 = න

𝑎

𝑏

න

𝑔1(𝑥)

𝑔2(𝑥)

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 𝑑𝑥

dx

dy



ตัวอย่าง 1. จงหาค่า Double integral ׭R
ex+3ydA

เหนือบริเวณที่ถูกจำกัดโดยกราฟ y = 1, y = 2, y = x และ y = −x + 5

ඵ

R

ex+3ydA = න

1

2

න

y

5−y

ex+3ydxdy = න

1

2

e5−y+3y − ey+3y dy

= න

1

2

e5+2y − e4y dy = ቉
e5+2y

2
−

e4y

4

2

1
=

e9

2
−

e8

4
−

e7

2
−

e4

4
≈ 2771.6

2. จงหาค่าปริมาตรของรูปทรงที่ถูกล้อมรอบด้วยกราฟต่อไปนี้ 2x + y + z = 6, x=0, y=0, z=0, first octant

ඵ

R

(6 − 2x − y)dydx = න

0

3

න

0

6−2x

(6 − 2x − y)dydx =
1

2
න

0

3

6 − 2x 2dx = ቤ
− 6 − 2x 3

12

3

0
= 18

Type II Region

import sympy as sp

x, y = sp.symbols('x y')

sp.integrate(sp.integrate(sp.exp(x+3*y),(x,y,5-y)),(y,1,2)).evalf()

dy

dx

import sympy as sp

x, y = sp.symbols('x y')

sp.integrate(sp.integrate(6-2*x-y,(y,0,6-2*x)),(x,0,3)).evalf()



ตัวอย่าง พิจารณาขอบเขตที่ถูกปิดล้อมด้วยกราฟ x2 + y2 = 4, z = 4 − y และ z = 0
ดังรูป จงหาปริมาตรที่ถูกปิดล้อม

import scipy.integrate as spi

import numpy as np

sol, _ = spi.dblquad(lambda x, y: 4 - y, -2, 2, 

                      lambda y: -np.sqrt(4 - y**2), 

                      lambda y: np.sqrt(4 - y**2))

print(sol)



ตัวอย่าง พิจารณาขอบเขตที่ถูกปิดล้อมด้วยกราฟ x2 + y2 = 4, y2 + z2 = 4 ดังรูป จงหาปริมาตรที่
ถูกปิดล้อม

import scipy.integrate as spi

import numpy as np

spi.dblquad(lambda x, y: np.sqrt(4 - y**2), 0, 2, 

                      lambda y: 0, 

                      lambda y: np.sqrt(4 - y**2))



การแปลงตัวแปรจากพิกัดฉากไปพิกัดเชิงขั้ว 
(Change of Variables: Rectangular to Polar Coordinates)

• Polar coordinates 𝑟, 𝜃  of a point are related to the 

rectangular coordinates (𝑥, 𝑦) by the equations

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 , 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 , 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2

y'

x'

r

𝜃′



Cylindrical Coordinates (พิกัดทรงกระบอก)
Cylindrical coordinate system เป็นการรวม พิกดัขัว้ (polar) ของจดุบนระนาบ xy กบัพิกดัฉากเฉพาะแกน z 
ดงัแสดงในรูป พิกดัทรงกระบอก (Cylindrical coordinate )ของจดุ P ถกูแสดงโดย (𝑟, 𝜃, 𝑧)
 

การแปลงพกิัดทรงกระบอก ⟹พกิัดฉาก 
จากรูปดา้นบน พิกดัฉาก (𝑥, 𝑦, 𝑧) ของจดุ 𝑃 สามารถหาไดจ้ากพิกดัทรงกระบอก (𝑟, 𝜃, 𝑧) โดย

𝑥 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝑦 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , 𝑧 = 𝑧
การแปลงพกิัดฉาก ⟹พกิัดทรงกระบอก 
พิกดัฉาก (𝑥, 𝑦, 𝑧) แปลงไปเป็น พิกดัทรงกระบอก (𝑟, 𝜃, 𝑧)) โดย

𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2,  tan 𝜃 =
𝑦

𝑥
 , 𝑧 = 𝑧



Cylindrical Coordinates (พิกัดทรงกระบอก)

ตวัอยา่ง

จงแปลง 8,
𝜋

3
, 7 = (𝑟, 𝜃, 𝑧) พิกดัทรงกระบอก ⟹ (𝑥, 𝑦, 𝑧) พิกดัฉาก

ดงันัน้ (8,
𝜋

3
, 7) ⟹ ( ณ4

𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃

, ถ4 3
𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

, ณ7
𝑧

) ในพิกดัฉาก 

 



Spherical Coordinates (พิกัดทรงกลม)

การแปลงพกัิดทรงกลม ⟹พกัิดฉาก 
พิกดัทรงกลม (𝜌, 𝜙, 𝜃) แปลงไปเป็น พิกดัฉาก (𝑥, 𝑦, 𝑧) โดย
𝑥 = 𝑂𝑄 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝑦 = 𝑂𝑄 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , 𝑧 = 𝑂𝑃 𝑐𝑜𝑠 𝜙 และจากรูป  𝑂𝑄 = 𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝜙

𝑥 = 𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝜙 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝑦 = 𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝜙 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , 𝑧 = 𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝜙

การแปลงพกิัดฉาก ⟹พกัิดทรงกลม 
พิกดัพิกดัฉาก (𝑥, 𝑦, 𝑧) แปลงไปเป็นทรงกลม (𝜌, 𝜙, 𝜃) โดย

𝜌 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2,  ϕ = cos−1
𝑧

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
, θ = tan−1

𝑦

𝑥



Converting Coordinates (การแปลงพิกัด)

การอนิทกิรัลสามชัน้ในระบบพกัิดทรงกลม (Triple Integrals in Spherical Coordinates)
จากรูป ปรมิาตรรูปลิ่มในระบบพิกดัทรงกลม (𝜌, 𝜙, 𝜃) ประมาณค่าไดเ้ป็น

𝑑𝑉 = 𝑊 × 𝐿 × 𝐻 = 𝑑𝜌 × 𝜌𝑑𝜙 × 𝜌 sin 𝜙 𝑑𝜃 = 𝜌2 sin 𝜙 𝑑𝜌𝑑𝜙𝑑𝜃

โดยทั่วไป การอินทิกรลัสามชัน้ในระบบพิกดัทรงกลม  จะอยู่ในรูป

ම

𝐷

𝐹(𝜌, 𝜙, 𝜃)𝑑𝑉 = න

𝛼

𝛽

න

𝑔1(𝜃)

𝑔2(𝜃)

න

𝑓1(𝜙,𝜃)

𝑓2(𝜙,𝜃)

𝐹(𝜌, 𝜙, 𝜃)𝜌2 sin 𝜙 𝑑𝜌𝑑𝜙𝑑𝜃

ตัวอย่าง

ปรมิาตรทรงกลม = න

0

2𝜋

න

0

𝜋

න

0

r

𝜌2 sin 𝜙 𝑑𝜌𝑑𝜙𝑑𝜃 = ቤ
𝜌3

3

r

0
ȁ− cos 𝜙 

𝜋

0
ȁ𝜃

2𝜋

0
=

r3

3
× 2 × 2𝜋

=
4𝜋r3

3



Converting Coordinates (การแปลงพิกัด)

ตัวอย่าง

จงแปลง (6,
𝜋

4
,

𝜋

3
)=(𝜌, 𝜙, 𝜃) พิกดัทรงกลม ⟹ พิกดัฉาก (𝑥, 𝑦, 𝑧)

และ พิกดัทรงกลม ⟹ พิกดัทรงกระบอก (𝑟, 𝜃, 𝑧)

𝜌 = 6, 𝜙 =
𝜋

4
, และ 𝜃 =

𝜋

3

ดงันัน้ (6,
𝜋

4
,

𝜋

3
) ⟹ 

3 2

2
,

3 6

2
, 3 2 ในพิกดัฉาก

(6,
𝜋

4
,

𝜋

3
) ⟹ (3 2,

𝜋

3
, 3 2) ในพิกดัทรงกระบอก 

 



Double Integrals in Polar Coordinates
(อินทิกรัลสองชัน้ในพิกัดเชิงขัว้)

Double integral may be easier to evaluate (Transform rectangular xy-co. into polar rθ-co.)

Polar rectangle
Small polar rectangle area is 

dA = rdrdθ



Change of Variables: Rectangular to Polar Coordinates
(การเปลี่ยนตัวแปรจากพิกัดฉากไปเป็นพิกัดเชิงขั้ว)

• In polar coordinates as 

0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑏

𝛼 ≤ 𝜃 ≤ 𝛽

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 , 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 Solid region whose base is the polar rectangle R



Double Integrals in Polar Coordinates
(อินทิกรัลสองชัน้ในพิกัดเชิงขัว้)

EXAMPLE จงหาค่าอินทิกรัล และวาดบริเวณพื้นที่ของอินทิกรัลต่อไปนี ้

න

π/4

3π/4

න

1

2

rdrdθ =
3π

4

න

π/2

π

න

0

2sin θ

rdrdθ  = න

π/2

π

2sin2 θ d𝜃 = π/2

1

2

/43/4

x

y

y

x



ตัวอย่าง จงหาปริมาตร V ของรูปที่กำหนดให้โดยมีขอบเขตเป็นระนาบ xy และพาราโบลอยด ์z = 25 − x2 − y2

V = ඵ

x2+y2=25

(25 − x2 − y2)dxdy = න

0

2π

න

0

5

52 − r2 rdrdθ

= න

0

2π

25
r2

2
−

r4

4

5

0
dθ =

625π

2

import scipy.integrate as spi, numpy as np

spi.dblquad(lambda x, y: 25 - x**2 - y**2, -5, 5, 

            lambda y: -np.sqrt(25 - y**2), 

            lambda y: np.sqrt(25 - y**2))



ตัวอย่าง จงหาค่า ׭x2+y2≤1, x≥0, y≥0
(1 − x2 − y2)dxdy

= න

0

π/2

න

0

1

1 − r2 rdrdθ =
π

2

r2

2
−

r4

4

1

0
=

π

8

import scipy.integrate as spi

Import numpy as np

spi.dblquad(lambda x,y:1-x**2-y**2,0,1,lambda y:0,lambda y:np.sqrt(1-y**2))



ตัวอย่าง จงหาปริมาตร V ของ solid region ท่ีอยู่ภายในทรงกลม x2+y2+z2 = 4 และ ทรงกระบอก 
(x −1)2+y2 = 1 

𝑉 = ඵ

𝑅

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 2 න

−π/2

π/2

න

0

2cos(θ)

4 − r2 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 4 න

0

π/2

න

0

2cos(θ)

4 − r2 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

= −2 න

0

π/2

න

0

2cos(θ)

4 − r2 𝑑 4 − r2 𝑑𝜃 = −2 න
0

π/2

቉
2

3
4 − r2 3/2

2cos(θ)

0

𝑑𝜃

= −
4

3
න

0

π/2

8 1 −𝑐𝑜𝑠2𝜃 3/2 − 8 𝑑𝜃 = −
32

3
න

0

π
2

𝑠𝑖𝑛3𝜃 − 1 𝑑𝜃

=
32

3
න

1

0

1 − 𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑑 𝑐𝑜𝑠𝜃 +
32

3
න

0

π
2

𝑑𝜃 =
32

3
቉cos 𝜃 −

𝑐𝑜𝑠3𝜃

3

π

2
0

+
16π

3

=
16π

3
−

64

9
≈ 9.644

import scipy.integrate as spi

import numpy as np

result, error = spi.dblquad(

    lambda x, y: np.sqrt(4 - x**2 - y**2), # Integrand function

    -1, 1,     # Limits for x

    lambda y: 1 - np.sqrt(1 - y**2),  # Lower limit for y

    lambda y: 1 + np.sqrt(1 - y**2)   # Upper limit for y)

final_result = 2 * result

print("Final result:", final_result)



𝑥 − 1 2 + 𝑦2 = 𝑟2 = 1

We use the polar coordinate transformations:
x=r cos θ , y=r sin θ

Substituting into the given equation:

r cos θ −1 2 + r2sin2θ=1

r2cos2θ−2r cos θ +1+r2sin2θ=1

r2−2r 𝑐𝑜𝑠 θ =0

r r−2 cos θ =0

r=2 cos θ

Why r = 2cos θ  ?



ตัวอย่าง จงหาปริมาตร V ของ solid region ดงัรูปซึง่อยู่ใต ้paraboloid z = x2+y2 

เหนือระนาบ xy และอยู่ภายในทรงกระบอก x2+y2 = 2x 

V= ඵ

R

f(x,y)dxdy = ඵ

R

x2+y2 dxdy = න

−π/2

π/2

න

0

2cos(θ)

r2rdrdθ

= න
−π/2

π/2
ቤr4

4

2cos(θ)

0
dθ = න

−π/2

π/2
4cos4θ dθ =4 න

−π/2

π/2 1+cos 2θ

2

2

dθ

= න
−π/2

π/2
1+2cos 2θ +

1+cos 4θ

2
dθ

= θ+sin 2θ +
θ

2
+ ቤ

sin 4θ

8

π/2

−π/2
 

=
3π

2



ตัวอย่าง จงหาค่าอินทิกรัลเหล่านี้โดยแปลงตัวแปรเป็นพิกัดเชิงขั้ว (polar coordinates)

import numpy as np

import scipy.integrate as spi

spi.dblquad(lambda x,y: np.exp(x**2+y**2),0,1,0,lambda y: np.sqrt(1-y**2))

import numpy as np

import scipy.integrate as spi

spi.dblquad(lambda x,y: np.sin(x**2+y**2),-np.sqrt(np.pi),np.sqrt(np.pi),0,lambda x: np.sqrt(np.pi-x**2))

import numpy as np

import scipy.integrate as spi

spi.dblquad(lambda x,y: np.sqrt(x**2+y**2),-3,3,0,lambda x: np.sqrt(9-x**2))



ตัวอย่าง จงหาค่าอินทิกรัลเหล่านี้โดยแปลงตัวแปรเป็นพิกัดเชิงขั้ว (polar coordinates)

from sympy import symbols, sqrt, integrate

x, y = symbols('x y')

fun = y**2 / (sqrt(x**2 + y**2))

xmax = sqrt(1 - y**2) ; xmin = y

integrate(integrate(fun,(x,xmin,xmax)),(y,0,sqrt(2)/2)).evalf()

import numpy as np

from scipy.integrate import dblquad

def fun(y, x):# Define the function to integrate

    return 4*x + 3*y

def ymax(x):# Define the upper limit for y

    return np.sqrt(25 - x**2)

dblquad(fun, -5, 5, lambda x: 0, ymax)# Compute the double integral



จงหาค่าอินทิกรัลเหล่านี้โดยแปลงตัวแปรเป็นพิกัดเชิงขั้ว (polar coordinates)

from sympy import symbols, sqrt, integrate

x, y = symbols('x y')

fun = 3*x + 4*y**2

ymax = sqrt(4 - x**2) ; ymin = sqrt(1 - x**2)

s1= integrate(integrate(fun,(y,0,ymax)),(x,-2,2))

s2= integrate(integrate(fun,(y,0,ymin)),(x,-1,1))

sol = s1 - s2

print("Integral result:", sol)

import numpy as np

from scipy.integrate import dblquad

# Define the function

def f(r, theta):

    return r * (3 * np.cos(theta) + 4 * (r * np.sin(theta)) ** 2)

# Compute the double integral

sol= dblquad(f, 0, np.pi, 1, 2)

# Print result

print("Integral result:", sol)



ตัวอย่าง จงหาค่าอินทิกรัล ׭𝑅
𝑥 + 𝑦 𝑑𝐴 ทั่วบริเวณ 𝑅 ดงัรูป

න − 𝑠𝑖𝑛4𝜃𝑑𝜃 = න 𝑠𝑖𝑛3𝜃 𝑑𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑠𝑖𝑛3𝜃 cos 𝜃 − න cos 𝜃 𝑑𝑠𝑖𝑛3𝜃 = 𝑠𝑖𝑛3𝜃 cos 𝜃 − 3 න 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑑𝜃 = 𝑠𝑖𝑛3𝜃 cos 𝜃 − 3 න 𝑠𝑖𝑛2𝜃(1 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃)𝑑𝜃

= 𝑠𝑖𝑛3𝜃 cos 𝜃 − 3 න 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑑𝜃 + 3 න 𝑠𝑖𝑛4𝜃𝑑𝜃 = 𝑠𝑖𝑛3𝜃 cos 𝜃 −
3

2
𝜃 −

3

4
sin 2𝜃 + 3 න 𝑠𝑖𝑛4𝜃𝑑𝜃

4 න − 𝑠𝑖𝑛4𝜃𝑑𝜃 = 𝑠𝑖𝑛3𝜃 cos 𝜃 −
3

2
𝜃 +

3

4
sin 2𝜃

න − 𝑠𝑖𝑛4𝜃𝑑𝜃 =
𝑠𝑖𝑛3𝜃 cos 𝜃

4
−

3

8
𝜃 +

3

16
sin 2𝜃

import numpy as np

from scipy.integrate import dblquad

def fun(x, y): return x + y

def xmax(y): return np.sqrt(4 - y**2)

def xmin(y): return np.sqrt(1 - (y - 1)**2)

sol, _ = dblquad(fun, 0, 2, xmin, xmax)

print("Integral result:", sol)



ตัวอย่าง จงหาค่า The improper integral 0׬

∞
e−x2

dx ซึ่งมีความสำคัญมากในทฤษฎีความน่าจะเป็น, สถิติ 
และอ่ืนๆทางด้านคณิตศาสตร์ประยุกต์ ถ้า 𝐼 แทนอินทิกรัลดังกล่าว ดังนั้น I = 0׬

∞
e−x2

dx และ
I = 0׬

∞
e−y2

dy ดังนั้น I2 = 0׬

∞
e−x2

dx 0׬

∞
e−y2

dy = 0׬

∞
0׬

∞
e− x2+y2

dxdy 
(หาค่า I2 โดยใชพ้กิดัเชิงขัว้)

I2 = න

0

∞

න

0

∞

e− x2+y2
dxdy = න

0

𝜋
2

න

0

∞

e−r2
rdrdθ

I2 = න

0

𝜋
2

1

2
න

0

∞

e−r2
𝑑r2 dθ = න

0

𝜋
2

1

2
dθ =

𝜋

4

I =
𝜋

2

y

x
0 < 𝑥 < ∞

0
<

𝑦
<

∞

R

import numpy as np

from scipy.integrate import dblquad

def fun(x, y): return np.exp(-x**2 - y**2)

sol, _ = dblquad(fun, 0, np.inf, lambda y: 0, lambda y: np.inf)

np.sqrt(sol)



ตัวอย่าง จงหาปริมาตรภายในทรงกระบอก x2 + y2 = 4 และรูปทรงร ี(ellipsoid) 2x2 + 2y2 + z2 = 18 

𝑉 = ඵ

𝑅

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = න

0

2π

න

0

2

18 − 2r2 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

= −
1

4
න

0

2π

቉
2

3
18− 2r2

3
2

2

0
𝑑𝜃

= −
π

3
1000 − 5832 ≈ 46.86

import numpy as np

from scipy.integrate import dblquad

def fun(x, y): return np.sqrt(18 - 2*x**2 - 2*y**2)

def xmin(y): return -np.sqrt(4 - y**2)

def xmax(y): return np.sqrt(4 - y**2)

sol, _ = dblquad(fun, -2, 2, xmin, xmax)

print("Integral result:", sol)



ตัวอย่าง จงหาพ้ืนที่ที่ถูกปิดล้อมด้วยสมการ limaçon 𝑟 = 3 + 2 cos 𝜃 , 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋

𝐴 = ඵ 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

= 2 න

0

𝜋

න

0

3+2𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 2 න

0

𝜋

቉
𝑟2

2
0

3+2𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑑𝜃

= න

0

𝜋

9 + 12 cos 𝜃 + 4𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑑𝜃

= න

0

𝜋

9 + 12 cos 𝜃 + 4
cos 2𝜃 + 1

2
𝑑𝜃

= ሿ9𝜃 + 12 sin 𝜃 + sin 2𝜃 + 2𝜃 0
𝜋 = 11𝜋

import numpy as np

from scipy.integrate import dblquad

def f(r, theta): return r

def rmax(theta): return 3 + 2 * np.cos(theta)

sol, _ = dblquad(f, 0, 2 * np.pi, lambda theta: 0, rmax)

print("Integral result:", sol)



ตัวอย่าง จงหาค่าอินทิกรัล 0׬

1
0׬

2𝑦−𝑦2

(1 − 𝑥2 − 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦

import numpy as np

from scipy.integrate import dblquad

def fun(r, theta): return r * (1 - r**2)

s1, _ = dblquad(fun, 0, np.pi/4, lambda theta: 0, lambda theta: 2 * np.sin(theta))

s2, _ = dblquad(fun, np.pi/4, np.pi/2, lambda theta: 0, lambda theta: 1 / np.sin(theta))

sol = s1 + s2

print("Integral result:", sol)



𝑥2 + 𝑦 − 1 2 = 𝑟2 = 1

We use the polar coordinate transformations:
x=r cos θ , y=r sin θ

Substituting into the given equation:

r2cos2θ+ r sin θ −1 2=1

r2cos2θ+r2sin2θ−2r sin θ +1=1

r2−2r sin θ =0

r r−2 sin θ =0

r=2 sin θ

𝜃

= 1r

1

r
= sin θ

1
sin θ

= r = csc θ 
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