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Lecture 3 (Complex Analysis) 

Dr. Santhad Chuwongin  



Outline 
17.1 จ ำนวนเชิงซ้อน (Complex Numbers) 

17.2 ยกก ำลังและรำก (Powers and Roots) 

17.3 เซ็ทในระนำบเชิงซ้อน (Sets in the Complex Plane) 

17.4 ฟังก์ชันของตัวแปรเชิงซ้อน(Functions of a Complex Variable) 

17.5 สมกำรโคชี-รีมันน์(Cauchy–Riemann Equations) 

17.6 ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและลอกำริทึม (Exponential and 

Logarithmic Functions) 

17.7 ฟังก์ชันตรีโกณและไฮเพอร์โบลิค (Trigonometric and Hyperbolic 

Functions) 

17.8 อินเวอร์สฟังก์ชันตรีโกณและไฮเพอร์โบลิค (Inverse Trigonometric and 

Hyperbolic Functions) 



จ ำนวนเชิงซ้อน (Complex Numbers) 

• จ ำนวนเชิงซ้อน คือจ ำนวนใดๆที่อยู่ในรูป 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 โดย
ที่ x และ y คือจ ำนวนจริง และ i คือจ ำนวนจินตภำพ= −𝟏 

–x คือส่วนจริง หรือ Re(z) 

–y คือส่วนจินตภำพ หรือ Im(z) 

–จ ำนวนเชิงซ้อน 2 จ ำนวนจะเท่ำกัน ถ้ำทั้งส่วนจริงและส่วน
จินตภำพเท่ำกัน 



• กำรด ำเนินกำรเกี่ยวกับเลขคณติ (Arithmetic operations) ทีถู่ก
กระท ำกับจ ำนวนเชิงซอ้น 𝑧1 = 𝑥1 + 𝑖𝑦1และ 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑖𝑦2 

– กำรบวก:  𝑧1 + 𝑧2 = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑖 𝑦1 + 𝑦2  

– กำรลบ:   𝑧1 − 𝑧2 = 𝑥1 − 𝑥2 + 𝑖 𝑦1 − 𝑦2  

– กำรคูณ:  𝑧1 ∙ 𝑧2 = 𝑥1𝑥2 − 𝑦1𝑦2 + 𝑖 𝑦1𝑥2 + 𝑥1𝑦2  

– กำรหำร:   𝑧1

𝑧2
=
𝑥1𝑥2+𝑦1𝑦2

𝑥2
2+𝑦2

2 + 𝑖
𝑦1𝑥2−𝑥1𝑦2

𝑥2
2+𝑦2

2  

• โมดูลัส หรือค่ำสัมบูรณ์ของ z = 𝑥 + 𝑖𝑦  

    เท่ำกับ z = 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧𝑧  

จ ำนวนเชิงซ้อน (Complex Numbers) 



• กฏเหล่ำนี้ใช้ได้กับจ ำนวนเชงิซ้อน 𝑧1 และ  𝑧2 

– กำรสลับท่ี:  𝑧1 + 𝑧2 = 𝑧2 + 𝑧1 

   𝑧1𝑧2 = 𝑧2𝑧1 

– กำรเปลี่ยนหมู่:  𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3 = 𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3 

   𝑧1 𝑧2𝑧3 = 𝑧1𝑧2 𝑧3 

– กำรแจกแจง :  𝑧1 𝑧2 + 𝑧3 = 𝑧1𝑧2 + 𝑧1𝑧3 

 

จ ำนวนเชิงซ้อน (Complex Numbers) 



ยกก ำลังและรำก (Powers and Roots) 

• จ ำนวนเชิงซ้อน 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 สำมำรถถูกเขียนให้อยู่ในรูป 

𝑧 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜃  ในพิกัดเชิงขั้ว (𝑟, 𝜃) 

– 𝑟 คือค่ำโมดูลัสของ 𝑧 

– 𝜃 คือค่ำอำกิวเมนต์ของ 𝑧 และ 𝜃 = arg 𝑧 

 

 

Figure 17.2.1: Polar coordinates 



• จ ำนวนเชิงซ้อนยกก ำลังจ ำนวนเต็มถูกแสดงได้โดย  
𝑧𝑛 = 𝑟𝑛(𝑐𝑜𝑠 𝑛𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜃) 

• กำรคูณและกำรหำรในรูปเชิงขั้ว 

𝑧1𝑧2 = 𝑟1𝑟2[𝑐𝑜𝑠 (𝜃1 + 𝜃2) + 𝑖𝑠𝑖𝑛 (𝜃1 + 𝜃2)] 
𝑧1
𝑧2
=
𝑟1
𝑟2
 [𝑐𝑜𝑠 (𝜃1 − 𝜃2) + 𝑖𝑠𝑖𝑛 (𝜃1 − 𝜃2)] 

• จำกสมกำรด้ำนบน ได้ว่ำ 

𝑧1𝑧2 = 𝑧1 𝑧2 ,
𝑧1
𝑧2
=
𝑧1
𝑧2

 

arg 𝑧1𝑧2 = arg 𝑧1 + arg 𝑧2  

arg 
𝑧1

𝑧2
= arg 𝑧1 − arg 𝑧2  

 

ยกก ำลังและรำก (Powers and Roots) 



• สูตรของเดอมัวร์ (DeMoivre’s formula) มีประโยชน์ในกำรหำ
เอกลักษณ์ตรีโกณมิติบำงอย่ำง 

– เม่ือ 𝑧 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜃 ,สูตรของเดอมัวร์กล่ำวว่ำ   

𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑛 = (𝑐𝑜𝑠 𝑛𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜃) 
• รำกของจ ำนวนเชิงซ้อนมีคำ่เท่ำกับ 

𝑤𝑘 = 𝑟
1
𝑛 𝑐𝑜𝑠

𝜃 + 2𝑘𝜋

𝑛
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛

𝜃 + 2𝑘𝜋

𝑛
 

– เมื่อ 𝑘 = 0,1,2, … , 𝑛 − 1  คือจ ำนวนค่ำรำกที่ n  

ยกก ำลังและรำก (Powers and Roots) 



เซ็ทในระนำบเชิงซ้อน (Sets in the Complex Plane) 

• ถ้ำแต่ละจุด z ของเซ็ท S เป็นจุดที่อยู่ภำยใน(interior point), S 

จะเป็นเซ็ทเปิด (open set) ดังรูปซ้ำยมือ 

 

Figure 17.3.2: Open set Figure 17.3.3: Open set magnified view 
of a point near x = 1 



เซ็ทในระนำบเชิงซ้อน (Sets in the Complex Plane) 



เซ็ทในระนำบเชิงซ้อน (Sets in the Complex Plane) 

1 2 1 



• ถ้ำมีจุด z1 และ z2 ในเซ็ทเปิด S ถูกเชื่อมต่อโดยเส้นที่มีหลำย
มุมทั่วทั้ง S เรำจะเรียก S ว่ำ “connected set”  

• เซ็ทที่ถูกเชื่อมต่อเหล่ำนี้จะถูกเรียกว่ำ “โดเมน” 

• รีเจียน (region) คือโดเมนในระนำบเชิงซ้อน 

 ทั้งหมด, บำงส่วน, หรือ ไม่มีขอบเขต 

• รีเจียน ที่ประกอบด้วยจุดทั้งหมดของขอบเขตจะถูกเรียกว่ำปิด 

(closed) 

 

เซ็ทในระนำบเชิงซ้อน (Sets in the Complex Plane) 

Figure 17.17.3.6: Connected 

set 



ฟังก์ชันของตัวแปรเชิงซ้อน(Functions of a Complex Variable) 

• ฟังก์ชันของตัวแปรเชงิซอ้น  𝑓 จำกเซ็ท 𝑍 ไป 𝑊 คือควำมสัมพันธ์ 
(rule of correspondence) ซึ่งก ำหนดว่ำแต่ละองค์ประกอบใน 
𝑍 สัมพันธ์แบบหนึ่งต่อหนึ่งแต่ละองค์ประกอบใน 𝑊 โดยที ่Z เซ็ทของ
จ ำนวนเชิงซ้อน 𝑧 

– ถ้ำ 𝑤 เป็นองค์ประกอบใน 𝑊 ถูกก ำหนดไปหำ 𝑧 ใน 𝑍, w คือ 
ภำพ (image) ของ 𝑧 และถูกเขียนเป็น 𝑤 = 𝑓(𝑧) 

– 𝑍 เป็นโดเมนของ 𝑓  

– เซ็ทของทุกภำพใน 𝑊 คือเรนจ์ (range) ของ 𝑓  
𝑤 = 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) 

 



• กรำฟของ 𝑤 = 𝑓(𝑧) ไม่สำมำรถถูกวำดได้เนื่องจำกมันต้องกำร
ทั้งหมด 4 แกนในระบบพิกัด 4 มิต ิ

 

 

 

• ฟังก์ชันจะถูกแปลเป็นกำรแมปปิ้ง (mapping ) หรือกำรแปลง
(transformation) จำกระนำบ 𝑧 ไประนำบ 𝑤 

Figure 17.4.1: Mapping from z-plane to w-plane 

ฟังก์ชันของตัวแปรเชิงซ้อน(Functions of a Complex Variable) 



• ลิมิตของ 𝑓 ที ่𝑧0 คือ lim
𝑧→𝑧0
𝑓 𝑧 = 𝐿  

 ส ำหรับ 𝜀 > 0 จะม ีδ > 0 ดังนั้น 𝑓 𝑧 − 𝐿 < 𝜀 

 เมื่อไหร่ก็ตำมที่ 0 < 𝑧 − 𝑧0 < δ 

 

* f must be defined in a 

neighborhood of z0 

Figure 17.4.5: Geometric meaning  
of a complex limit 

ฟังก์ชันของตัวแปรเชิงซ้อน(Functions of a Complex Variable) 



สมกำรโคช-ีรีมันน์(Cauchy–Riemann Equations) 

• สมกำรโคชี-รีมันน์ สัมพันธ์กับอนุพันธ์ย่อยล ำดับที่ 1 

–ถ้ำ 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) สำมำรถหำอนุพันธ์ได้
ทีจุ่ด 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ดังนั้น ที่จุด 𝑧 จะมอีนุพันธ์ย่อยล ำดับที่ 
1 ของ 𝑢 และ 𝑣 และสอดคล้องกับ สมกำรโคชี-รีมันน์ 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣

𝜕𝑦
 และ 
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑣

𝜕𝑥
 

 



• ค่ำจริงของฟังก์ชัน 𝜙(𝑥, 𝑦) ซึ่งมีอนุพันธ์ย่อยล ำดับที่ 2 
ต่อเนื่องในโดเมน 𝐷 และสอดคล้องกับสมกำรลำปลำซ จะถูก
เรียกว่ำ ฮำร์โมนิค (harmonic) ใน 𝐷  

• ฟังก์ชันจะเป็นฟังก์ชันวิเครำะห์ในโดเมน ถ้ำมันมีอนุพันธ์ทุกจุด 

• ถ้ำ 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) เป็นฟังก์ชันวิเครำะห์ใน
โดเมน 𝐷ดังนั้นฟังก์ชัน  u และ v เป็นฮำร์โมนิค 

สมกำรโคชี-รีมันน์(Cauchy–Riemann Equations) 



ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและลอกำริทึม 
(Exponential and Logarithmic Functions) 

• ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล คือ   

𝑒𝑧 = 𝑒𝑥+𝑖𝑦 = 𝑒𝑥(𝑐𝑜𝑠 𝑦 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝑦) 

• อนุพันธ์ของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชยีล คือ 

𝑑𝑒𝑧

𝑑𝑧
= 𝑒𝑧 

• มีค่ำเป็นอินฟินิตี้ของคำ่ลอกำลิทึมของจ ำนวนเชิงซ้อน 𝑧 
ln 𝑧 = log𝑒 𝑧 + 𝑖 𝜃 + 2𝑛𝜋 , 𝑛 = 0,±1,±2,… 



ฟังก์ชันตรีโกณและไฮเพอร์โบลิค 
(Trigonometric and Hyperbolic Functions) 

• ส ำหรับจ ำนวนเชิงซอ้น ใดๆ 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦  

sin 𝑧 =
𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧

2𝑖
 , cos 𝑧 =

𝑒𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧

2
 

• ค่ำอนุพันธ์และค่ำเอกลักษณข์องจ ำนวนเชิงซ้อนของฟังก์ชันตรีโกณมิติ  
จะเหมือนกับฟังก์ชันจ ำนวนจรงิ 

• ฟังก์ชันไฮเพอร์โบลิคไซน์และโคไซน์ เทียบได้กับจ ำนวนจริง 

sinh 𝑧 =
𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧

2
 , cosh 𝑧 =

𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧

2
 



อินเวอร์สฟังก์ชันตรีโกณและไฮเพอร์โบลิค  
(Inverse Trigonometric and Hyperbolic Functions) 

• อินเวอร์สของฟังก์ชนัลอกำลิทึมและอนุพนัธ์ มีค่ำดังนี้ 

sin−1 𝑧 = −𝑖 𝑙𝑛 𝑖𝑧 + 1 − 𝑧2
1
2           

𝑑sin−1𝑧

𝑑𝑧
=

1

1 − 𝑧2
1
2

 

cos−1 𝑧 = −𝑖 𝑙𝑛 𝑧 + 𝑖 1 − 𝑧2
1
2           

𝑑cos−1𝑧

𝑑𝑧
=

1

1 − 𝑧2
1
2

 

tan−1 𝑧 =
𝑖

2
𝑙𝑛
𝑖 + 𝑧

𝑖 − 𝑧
          
𝑑tan−1𝑧

𝑑𝑧
=
1

1 + 𝑧2
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Lecture 4 (Integration in the Complex Plane) 

Dr. Santhad Chuwongin  



Outline 

18.1  คอนทัวร์อินทิกรัล (Contour Integrals) 

18.2  ทฤษฎีบทของโคชี-กูร์ซำต (Cauchy–Goursat Theorem) 

18.3  ควำมเป็นอิสระของเส้นทำง (Independence of the Path) 

18.4  สูตรโคชีอินทิกรัล (Cauchy’s Integral Formulas) 



คอนทัวร์อินทิกรัล (Contour Integrals) 

• ให้ 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) สำมำรถหำค่ำได้ที่ทุกจุดบนเส้นโค้งเรยีบ 
𝐶 ซึ่งคือ  𝑥 = 𝑥 𝑡 , 𝑦 = 𝑦 𝑡 , 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏  

• แบ่ง 𝐶เป็น 𝑛 ส่วนดังนี้  𝑎 = 𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡1 = 𝑏 บนช่วง [𝑎, 𝑏]  
• 𝑧0 = 𝑥0 + 𝑖𝑦0 = 𝑥 𝑡0 + 𝑖𝑦 𝑡0 , … , 𝑧𝑛 = 𝑥𝑛 + 𝑖𝑦𝑛 = 𝑥 𝑡𝑛 + 𝑖𝑦 𝑡𝑛  

โดยให้ ∆𝑧𝑘= 𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1 , 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 

• ให้ 𝑃 เป็นนอร์มของส่วนซึ่งมีค่ำมำกทีสุ่ดของ ∆𝑧𝑘  

• เลือกจุดตัวอย่ำง 𝑧𝑘
∗ = 𝑥𝑘

∗ + 𝑖𝑦𝑘
∗ บนแต่ละส่วน(จุดแดง) 

• หำผลรวม 
 𝑓(𝑧𝑘

∗)

𝑛

𝑘=1

∆𝑧𝑘 



คอนทัวร์อินทิกรัล (Contour Integrals) 

• อินทิกรัลของ 𝑓(𝑧) บนเส้นโค้งเรยีบ 𝐶 ซึ่งต่อเนื่องเป็นช่วงๆ 
(contour or path) ถูกเรียกว่ำ คอนทัวร์อินทิกรัลหรือคอมเพล็กซ์
อินทิกรัล 

 𝑓(𝑧)
𝐶

𝑑𝑧 = lim
𝑃 →0
 𝑓(𝑧𝑘

∗)

𝑛

𝑘=1

∆𝑧𝑘 

𝐶 ถูกก ำหนดโดย 𝑥 = 𝑥 𝑡 , 𝑦 = 𝑦 𝑡 , 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 

• คอนทัวร์อินทิกรัล จะมีค่ำเท่ำกับ 

 𝑓(𝑧)
𝐶

𝑑𝑧 =  𝑓 𝑧 𝑡
𝑏

𝑎

𝑧′(𝑡)𝑑𝑡 



คอนทัวร์อินทิกรัล (Contour Integrals) 

• คุณสมบัติของคอนทัวร์อินทิกรัล เปรียบเทียบได้กับคุณสมบัติ
ของไลน์อินทิกรัล  



• ถ้ำ 𝑓 ต่อเนื่องบนเส้นโค้งเรียบ 𝐶 และถ้ำ 𝑓(𝑧) ≤ 𝑀 

ส ำหรับทุกจุด 𝑧 บน 𝐶, ดังนั้น  𝑓 𝑧𝐶
𝑑𝑧 ≤ 𝑀𝐿   

โดยที่  𝐿 เป็นควำมยำวของ 𝐶 

–ทฤษฎีขอบเขต (Bounding Theorem)                        

หรือบำงครั้งถูกเรียกว่ำ “ML-inequality” 

– มีประโยชน์ในเรื่องทฤษฎีของกำรอินทิเกรทจ ำนวนเชิงซ้อน 

คอนทัวร์อินทิกรัล (Contour Integrals) 



• จงหำขอบเขตบนของโจทย์ โดยใช้ ML-inequality โดยที ่𝐶 คอืวงกลม 𝑧 = 4  

• ในข้อ 3, 𝐶 คอื quarter ของวงกลม 𝑧 = 4 จาก 𝑧 = 4𝑖 ถึง 𝑧 = 4 

คอนทัวร์อินทิกรัล (Contour Integrals) 

≤
𝑒48𝜋

3
≈ 457  

𝑒𝑧

𝑧 + 1
𝐶

𝑑𝑧  

 
𝑒𝑧

𝑧2 + 1
𝐶

𝑑𝑧  

 
1

𝑧3
𝐶

𝑑𝑧  

 

 

≤
8𝜋 𝑒𝑧

𝑧 2 − 1
=
𝑒48𝜋

15
≈ 91.5 

≤
2𝜋

4 3
=
𝜋
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ทฤษฎีบทของโคชี-กูร์ซำต (Cauchy–Goursat Theorem) 

• ประเภทโดเมน 

• โดเมนจะเป็น simply connected ถ้ำทุกๆ 
simple closed contour 𝐶 ทั้งหมดที่อยู่ใน 

โดเมนนี้ปิดล้อมเพียงจุด 𝐷 (หรือ โดเมนไม่มีรู) 

• โดเมนที่ไม่เป็น simply connected จะเป็น  
multiply connected 

•โดเมนที่มี 1 “hole” จะเป็น doubly connected 

•โดเมนที่มี 2 “hole” จะเป็น triply connected 



• ตำมที่ทฤษฎีบทของโคชี-กูร์ซำตกล่ำวไว้ เมื่อ 𝑓เป็นฟังก์ชันวิเครำะห ์
(analytic) ในโดเมน 𝐷 ที่เป็นแบบ simply connected ค่ำของคอน

ทัวร์อินทิกรัล  𝑓 𝑧 𝑑𝑧𝐶
  มีค่ำเท่ำกันส ำหรบัเส้นโค้งปดิ 𝐶 ซ่ึงอยู่

ภำยใน 𝐷 ทั้งหมด 

 

• ถ้ำ 𝑓 เป็นฟังก์ชนัวิเครำะห์ ที่ทุกๆจุดที่อยูภ่ำยใน                             

หรือบนคอนทัวร์ 𝐶, แล้ว  𝑓 𝑧 𝑓𝑧𝐶
= 0 

ทฤษฎีบทของโคชี-กูร์ซำต (Cauchy–Goursat Theorem) 



• กำรพิสูจน์ทฤษฎีบทของโคชี-กูร์ซำต (Cauchy–Goursat  theorem) จะใช้

ทฤษฎีบทของกรีน (Green’s theorem) และสมกำรของโคช-ีรีมันน์ (Cauchy-

Riemann equations) 

• 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) และ 𝑧(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑖𝑦 

•  𝑓 𝑧 𝑑𝑧𝐶
=  𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + 𝑖𝑑𝑦𝐶

=  𝑢(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 − 𝑣(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝐶
+

𝑖  𝑣 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑢(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝐶
=  −

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦𝐷
𝑑𝐴 + 𝑖 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−
𝜕𝑣

𝜕𝑦𝐷
𝑑𝐴 

• ถ้ำ 𝑓 เป็น analytic, ดังนั้น 𝜕𝑢
𝜕𝑦

 = −
𝜕𝑣

𝜕𝑥
  และ 𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣

𝜕𝑦
 ท ำให้   𝑓 𝑧 𝑑𝑧 = 0𝐶

 

ทฤษฎีบทของโคชี-กูร์ซำต (Cauchy–Goursat Theorem) 



• ในโดเมนที่เป็นแบบ multiply connected,  𝑓(𝑧)𝐶
𝑑𝑧 ≠ 0 

– สมมุติว่ำ 𝐶, 𝐶1, … , 𝐶𝑛 เป็นเส้นโค้งแบบ simple closed ที่มีทิศทำง
เป็นบวก  𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛 อยู่ใน 𝐶 

– แต่บริเวณที่อยู่ภำยในของแต่ละ 𝐶𝑘 , 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 จะไม่มีจุดร่วมกัน 

– 𝑓 เป็นฟังก์ชันวิเครำะห์บนแต่ละคอนทัวร์และที่แต่ละจุดภำยใน 𝐶 แต่ไม่ใช่
ภำยนอก 𝐶𝑘 , 𝑘 = 1,2, … , 𝑛  

 𝑓 𝑧

𝐶

𝑑𝑧 =   𝑓 𝑧 𝑑𝑧

𝐶𝑘

𝑛

𝑘=1

 

ทฤษฎีบทของโคชี-กูร์ซำต (Cauchy–Goursat Theorem) 



 𝑓 𝑧

𝐶

𝑑𝑧 =   𝑓 𝑧 𝑑𝑧

𝐶𝑘

𝑛

𝑘=1

 

จงหำค่ำ  
𝑑𝑧

𝑧2+1𝐶
 โดยที่ 𝐶 คือวงกลม 𝑧 = 3 

1

𝑧2 + 1
=
1/2𝑖

𝑧 − 𝑖
−
1/2𝑖

𝑧 + 𝑖
 

 
𝑑𝑧

𝑧2 + 1
𝐶

=
1

2𝑖
 
1

𝑧 − 𝑖
−
1

𝑧 + 𝑖
𝑑𝑧

𝐶

 

 
𝑑𝑧

𝑧2 + 1
𝐶

=
1

2𝑖
 
1

𝑧 − 𝑖
−
1

𝑧 + 𝑖
𝑑𝑧

𝐶1

+
1

2𝑖
 
1

𝑧 − 𝑖
−
1

𝑧 + 𝑖
𝑑𝑧

𝐶2

=
1

2𝑖
2𝜋𝑖 − 0 + 0 − 2𝜋𝑖 = 0 

ทฤษฎีบทของโคชี-กูร์ซำต (Cauchy–Goursat Theorem) 



ควำมเป็นอิสระของเส้นทำง (Independence of the Path) 

• คอนทัวร์อินทิกรัล  𝑓 𝑧 𝑑𝑧𝐶
 เป็นอิสระของ

เส้นทำง ถ้ำค่ำของมันมีค่ำเท่ำกันในทุกเสน้ทำงคงที่ 𝐶 
ด้วยจุดเริ่มต้น 𝑧0และจุดสิ้นสุด 𝑧1 ใน 𝐷 

 

• ถ้ำ 𝑓 เป็นฟังก์ชนัวิเครำะห์ใน simply connected 

domain 𝐷, ดังนั้น  𝑓 𝑧 𝑑𝑧𝐶
 เป็นอิสระของ

เส้นทำง 𝐶  
Figure 18.3.1: If f is analytic in D, 
integrals on C and C1 are equal 



ควำมเป็นอิสระของเส้นทำง (Independence of the Path) 

• ถ้ำมีฟังก์ชัน 𝐹 ที่สำมำรถมีได้ โดยที่ 𝐹′ 𝑧 = 𝑓(𝑧) ดังนั้น, 𝐹 

เป็นปฏิยำนุพันธ์ของ 𝑓 (antiderivative) 

• ตัวอย่ำง , 𝐹 𝑧 = −cos 𝑧 เป็นปฏิยำนุพันธ์ของ 𝑓 𝑧 = sin 𝑧 
เพรำะว่ำ  𝐹′ 𝑧 = sin 𝑧  

• ถ้ำ 𝑓 ฟังก์ชันที่ต่อเนื่องในโดเมน 𝐷 และ 𝐹 เป็นปฏิยำนุพันธ์ของ 𝑓 
ในโดเมน 𝐷 , ดังนั้น ส ำหรับทุกคอนทัวร ์C ซึ่งมีจุดเริ่มต้น 𝑧0และ
จุดสิ้นสุด 𝑧1 ใน 𝐷 

 𝑓 𝑧 𝑑𝑧

𝐶

= 𝐹 𝑧1 − 𝐹 𝑧0  



สูตรโคชีอินทิกรัล (Cauchy’s Integral Formulas) 

• ทฤษฎีบทของโคชี-กูร์ซำต มีควำมส ำคัญหลำยอย่ำง 

–ค่ำของฟังก์ชันวิเครำะห์ 𝑓 ทีจุ่ด 𝑧0 ใดๆในโดเมนแบบ 

simply connected สำมำรถถูกแทนด้วยคอนทัวร์อินทิกรัล 

𝑓 𝑧0 =
1

2𝜋𝑖
 
𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0𝐶

𝑑𝑧 

– ฟังก์ชันวิเครำะห์ 𝑓 ในโดเมนแบบ simply connected สำมำรถ

หำอนุพันธ์ทุกล ำดับ  𝑓(𝑛) 𝑧0 =
𝑛!

2𝜋𝑖
 

𝑓(𝑧)

(𝑧−𝑧0)
𝑛+1𝐶
𝑑𝑧 

 



• ตำมที่สูตรโคชีอินทิกรัลกล่ำวไว้ ส ำหรับฟังก์ชันวิเครำะห์ 𝑓 ในโดเมน 𝐷 

แบบ simply connected, ด้วย 𝐶 เป็นคอนทัวร์แบบ simple 

closed อยู่ใน 𝐷 และจุด 𝑧0 ใดๆที่อยู่ภำยใน 𝐶 ดังแสดงในรูปด้ำนลำ่ง 

𝑓 𝑧0 =
1

2𝜋𝑖
 
𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0𝐶

𝑑𝑧 

 

สูตรโคชีอินทิกรัล (Cauchy’s Integral Formulas) 



 
𝑧2 − 4𝑧 + 4

𝑧 + 𝑖𝐶

𝑑𝑧 =? โดยท่ี 𝐶 คือวงกลม 𝑧 = 2   

 
𝑧2 − 4𝑧 + 4

𝑧 + 𝑖𝐶

𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖𝑓 −𝑖 = 2𝜋𝑖 −𝑖 2 + 4𝑖 + 4 = 2𝜋(−4 + 3𝑖) 

 

 
𝑧

𝑧2 + 9𝐶

𝑑𝑧 =? โดยท่ี 𝐶 คือวงกลม 𝑧 − 2𝑖 = 4   

 
𝑧

𝑧2 + 9𝐶

𝑑𝑧 =  
𝑧

(𝑧 + 3𝑖)(𝑧 − 3𝑖)𝐶

𝑑𝑧 =  
𝑧/(𝑧 + 3𝑖)

𝑧 − 3𝑖𝐶

𝑑𝑧

= 2𝜋𝑖𝑓 3𝑖 = 2𝜋𝑖
3𝑖

6𝑖
= 𝜋𝑖 

 

 

 

สูตรโคชีอินทิกรัล (Cauchy’s Integral Formulas) 

𝑓 𝑧0 =
1

2𝜋𝑖
 
𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0𝐶

𝑑𝑧 

 



 
𝑧 + 1

𝑧4 + 4𝑧3𝐶

𝑑𝑧 =? โดยท่ี 𝐶 คือวงกลม 𝑧 = 1   
 

 

 

 

สูตรโคชีอินทิกรัล (Cauchy’s Integral Formulas) 

=  
𝑧 + 1

𝑧3(𝑧 + 4)𝐶

𝑑𝑧 =  
(𝑧 + 1)/(𝑧 + 4)

𝑧3𝐶

𝑑𝑧 

=
2𝜋𝑖

2!
𝑓′′ 0  

 

𝑓 𝑛 𝑧0 =
𝑛!

2𝜋𝑖
 

𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑧0)
𝑛+1

𝐶

𝑑𝑧 

 

=
2𝜋𝑖

2!
−
6

(0 + 4)3
 

 
= −
3𝜋𝑖

32
 

 



 
𝑧3 + 3

𝑧(𝑧 − 𝑖)2𝐶

𝑑𝑧 =? โดยท่ี 𝐶 คือ 

 

 

 

 

สูตรโคชีอินทิกรัล (Cauchy’s Integral Formulas) 

=  
𝑧3 + 3

𝑧(𝑧 − 𝑖)2𝐶1

𝑑𝑧 +  
𝑧3 + 3

𝑧(𝑧 − 𝑖)2𝐶2

𝑑𝑧 

=  
(𝑧3 + 3)/(𝑧 − 𝑖)2

𝑧𝐶1

𝑑𝑧 +  
(𝑧3 + 3)/𝑧

(𝑧 − 𝑖)2𝐶2

𝑑𝑧 

= 2𝜋𝑖 × 3  +
2𝜋𝑖

1!
𝑓′ 𝑖  

= 6𝜋𝑖 + 2𝜋𝑖(2𝑖 − 3/𝑖2) 

= 6𝜋𝑖 − 4𝜋 + 6𝜋𝑖 

= 12𝜋𝑖 − 4𝜋 

𝑓 𝑛 𝑧0 =
𝑛!

2𝜋𝑖
 

𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑧0)
𝑛+1

𝐶

𝑑𝑧 

 

𝑓 𝑧0 =
1

2𝜋𝑖
 
𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0𝐶

𝑑𝑧 

 



 
𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0𝐶

𝑑𝑧 =  
𝑓 𝑧 − 𝑓 𝑧0 + 𝑓(𝑧0)

𝑧 − 𝑧0𝐶

𝑑𝑧 

 
𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0𝐶

𝑑𝑧 =  
𝑓 𝑧 − 𝑓 𝑧0
𝑧 − 𝑧0𝐶

+ 
𝑓 𝑧0
𝑧 − 𝑧0𝐶

𝑑𝑧 =  
𝑓 𝑧 − 𝑓 𝑧0
𝑧 − 𝑧0𝐶

+ 2𝜋𝑖𝑓 𝑧0  

เนื่องจำก 𝑓 ต่อเนื่องที่ 𝑧0 จะท ำให้ 𝑓 𝑧 − 𝑓 𝑧0 < 𝜀 ส ำหรับ 𝜀 > 0 แต่เล็กมำกๆ  

และ 𝑧 − 𝑧0 < 𝛿 ส ำหรับ 𝛿 > 0  และถ้ำเรำเลือก 𝐶1ให้เป็น 𝑧 − 𝑧0 =
𝛿

2
 ดังนั้น ใช้ 

ML-inequality  

 
𝑓 𝑧 −𝑓 𝑧0

𝑧−𝑧0𝐶
𝑑𝑧 ≤

2𝜀

𝛿
2𝜋
𝛿

2
= 2𝜋𝜀 = 0 เนื่องจำก 𝜀 เล็กมำกๆ  

สูตรโคชีอินทิกรัล (Cauchy’s Integral Formulas) 



• ตำมที่สูตรโคชีอินทิกรัลกล่ำวไว้เกี่ยวกับอนุพนัธ์, ส ำหรับฟังก์ชัน
วิเครำะห์ 𝑓 ในโดเมน 𝐷 แบบ simply connected ซึ่งมี 𝐶 เป็น
คอนทัวร์แบบ simple closed ที่อยู่ภำยใน 𝐷 และ 𝑧0 เป็นจุดใดๆที่
อยู่ภำยใน 𝐶 อนุพันธ์ของฟงัก์ชนัวิเครำะห์ 𝑓 ที่จุด 𝑧0 จะเท่ำกับ 

𝑓 𝑛 𝑧0 =
𝑛!

2𝜋𝑖
 

𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑧0)
𝑛+1

𝐶

𝑑𝑧 

สูตรโคชีอินทิกรัลส ำหรับอนุพันธ์ 
 (Cauchy’s Integral Formulas for Derivatives) 



• ถ้ำเรำมีคอนทัวร์ 𝐶 เป็นวงกลม 𝑧 − 𝑧0 = r ดังนั้น,มันเป็นไปตำมสูตรโคชี

อินทิกรัลส ำหรับอนุพนัธ์ และ ML-inequality ดังนั้น 

𝑓 𝑛 (𝑧0) =
𝑛!

2𝜋
 
𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑧0)
𝑛+1

𝐶

𝑑𝑧 ≤
𝑛!

2𝜋
𝑀
1

𝑟𝑛+1
2𝜋𝑟 =

𝑛!𝑀

𝑟𝑛
 

โดยที่ 𝑀 คือจ ำนวนจริง ซึ่ง 𝑓(𝑧) ≤ 𝑀 ส ำหรับทุกจุดบน 𝐶 ผลจำกสมกำรนี้จะถูกเรียกว่ำ 

“Cauchy’s inequality” ซึ่งจะถูกใช้ในกำรพิสจูน์ทฤษฎีบทของลิววิว (Liouville’s 

Theorem) (The only bounded entire functions are constants) 

สูตรโคชีอินทิกรัล (Cauchy’s Integral Formulas) 


